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Dies ist die schriftliche Ausarbeitung des gleichnamigen Vortrags, den der Autor am 14.
Juli 2025 im Zuge des Seminars Fizpunktverfahren in Hilbert-Rdumen an der Universitét
Wiirzburg gehalten hat. Betreut wurde das Modul von Christian Kanzow, dessen gemein-
sam mit Gerd Wachsmuth verfasstes Manuskript [2] als Vorlage fiir diesen Text diente.
Alle Ergebnisse, die anderen Quellen entnommen wurden, sind explizit gekennzeichnet.

1. Definition des Verfahrens

Im Folgenden bezeichne H stets einen reellen Hilbert-Raum mit Skalarprodukt (-,-) und
davon induzierter Norm || - ||. Wir betrachten einen Operator 7' : D — D, der auf einer
nichtleeren, abgeschlossenen und konvexen Menge D C H definiert sei. Insbesondere ist
T demnach eine Selbstabbildung, bildet also D nach D ab. Des Weiteren sei T wieder
nichtexpansiv, also

1 T(x) =Tl < |z —yll Va,y €D,

d.h., der Abstand zweier Funktionswerte ist héchstens so grofl wie der der urspriinglichen
beiden Punkte. Man beachte, dass T" deshalb Lipschitz-stetig mit Lipschitz-Konstante L =
1 ist. Insbesondere ist T" also stetig.

Auch in diesem Vortrag lautet unser Ziel, Fixpunkte von 7', d. h., Punkte * € D mit
T(z) = z, algorithmisch zu bestimmen. Dabei hatten wir bereits in vorangegangenen Vor-
tragen gesehen, dass die Standard-Fixpunkt-Iteration x5, := T'(z5) mit einem Startwert
xg € D, die z.B. im Fixpunktsatz von Banach erfolgreich Anwendung findet, im Allge-
meinen nicht zu konvergieren braucht. Um dieses Problem zu beheben, wurde dann die
Krasnoselskii—Mann-Iteration

Te+1 - — )\kxk + (1 - )\k)T(l’k) Vk = 0, 1, 2, oo (1)

eingefiihrt, bei der 7T'(z)) mit der Iterierten x; konvexkombiniert wird. Unter geeigneten
Voraussetzungen an die dabei auftretenden Schrittweitenfolge (Ax)ken, in [0, 1], ndmlich

Z)\k(l — )\k) = —I—OO,
k=0

lie3 sich Konvergenz gegen einen Fixpunkt des Operators T zeigen — stets unter der Annah-
me, dass T' zumindest einen Fixpunkt besitzt. Dies war Satz 2.4 in [3]. Allerdings handelte
es sich dabei im Allgemeinen nur um schwache Konvergenz.
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2 Das Halpern-Verfahren

In diesem Vortrag betrachten wir nun eine leichte Modifikation der Krasnoselskii-Mann-
Iteration, fiir die sich dann (unter gewissen Bedingungen) sogar starke Konvergenz beweisen
ldsst. Die Vorschrift

Tk+1 ‘= )\ku + (1 - )\k)T(Ik) Vk = O, 1, 2... (2)

fithrt auf das sogenannte Halpern-Verfahren. Der wesentliche Unterschied zur Krasnoselskii—
Mann-Iteration besteht darin, dass hier stets Konvexkombinationen mit einem fixierten An-
kerpunkt u € D gebildet werden. In der Praxis wird man fiir « dabei haufig den Startwert
der ITteration xg wahlen. Unsere Konvergenzuntersuchung lésst sich allerdings fiir beliebige
Ankerpunkte durchfiihren.

2. Hilfsresultate

Bevor wir uns der Konvergenz des Halpern-Verfahrens widmen kénnen, bedarf es zunéchst
einer Reihe wichtiger Hilfsresultate. Unser erstes Ergebnis ist eine Abwandlung der berithmten
Parallelogrammgleichung

Iz +yl1* + [lo = ylI* = 2l|=(]* + 2[lyl|* Va,y € H
in Hilbert-Rdumen, die man daraus fiir o := % zuriickerhélt.

Lemma 1 (Verallgemeinerte Parallelogrammgleichung) [1, Corollary 2.15]
Sei H ein reeller Hilbert-Raum mit x,y € H und a € R. Dann gilt

laz + (1 = a)yl]* +a(l — a)llz — yII* = allz]|* + (1 - a)[|yl]*.

Beweis: Wir machen uns zu Nutzen, dass die Norm durch ein zugrunde liegendes Skalar-
produkt induziert wird. Damit lassen sich alle Ausdriicke dhnlich einer binomischen Formel
,ausmultiplizieren®:

Iz —yll* = (z —y,z —y) = ||| — 2(z,y) + [ly|* (3)
Analog erhélt man auch
laz + (1 = a)y|[* = a?||z[]” + 2a(1 — a){z,y) + (1 — a)?[Jyl]*. (4)
Multiplizieren wir also (3) mit a(1 — «) und addieren das Ergebnis zu (4), so ergibt sich

llaz + (1 — a)y||* + a(l — )|z — y||*
= (o® +a(l — a)lll* + (1 — @)* + a1 — @)yl
= allz|? + (1 = a)[lyll,

was zu zeigen war. |

Da in Hilbert-Rdumen meist das Arbeiten mit dem Normquadrat leichter ist als mit der
Norm selbst, ist die (verallgemeinerte) Parallelogrammgleichung von groffem Nutzen. Mit
ihr lasst sich oft dhnlich argumentieren wie mit der Dreiecksungleichung in allgemeinen
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normierten Riumen. Nebenbei bemerkt impliziert Lemma 1, dass die Funktion z — ||z||?
in Hilbert-Rédumen strikt konvex ist, also dass

1Az + (1= Nyll* < All]]* + (1= 3| Jy]*

fir alle z,y € H mit x # y und X\ € ]0,1[. Normierte Rdume, deren Normquadrat diese
Eigenschaft erfiillt, heiflen strikt konvexe Rdume.

Fiir die nachfolgenden Uberlegungen spielt der Projektionsoperator eine zentrale Rolle.
Dessen Definition und wichtigste Eigenschaften sollen hier deshalb kurz wiederholt werden.
Ziel ist es, zu einer gegebenen Teilmenge C' C H und einem Punkt z ¢ C ein moglichst
nah an x gelegenes Element y € C zu finden. Gesucht wird also ein Punkt g, der den
Minimalabstand

diste(z) == inf{||z — y|| | y € C} (5)

von C zu x realisiert. Dies wird mitnichten immer mdoglich sein, wie man sich schon anhand
sehr einfacher Beispiele fiir C' iiberlegen kann. Um die Existenz und Eindeutigkeit einer
Losung des Optimierungsproblems (5) zu garantieren, bedarf es also gewisser Zusatzvor-
aussetzungen an C.

Lemma 2 (Projektionssatz)

Sei H ein reeller Hilbert-Raum, C' C H mnichtleer, abgeschlossen und konvex sowie x € H
gegeben. Dann existiert genau ein p € C mit ||z — p|| = diste(z). Wir nennen p die
Projektion von x auf C' und schreiben dafiir auch Po(z). Allgemeiner ist einp € H genau
dann die Projektion von x auf C, wenn

peC und (p—x,y—p) >0 firaleyeC
qilt. Auflerdem ist der Projektionsoperator Po : H — C nichtexpansiv.

Die Ergebnisse von Lemma 2 setzen wir als bekannt voraus. Beweise findet man in [1,
Abschnitt 3.2]. Ubrigens folgt die Eindeutigkeit der Projektion unmittelbar aus der strikten
Konvexitit von z — ||z||?, die wir zuvor als Konsequenz von Lemma 1 erhalten hatten.

Es sei daran erinnert, dass Fix(T) := {z € D | T(z) = z} die Menge aller Fixpunkte
der Abbildung T : D — D bezeichnet. Um spéter auf diese Menge projizieren zu kénnen,
bedarf es der nachfolgenden Uberlegungen. Zur Erinnerung: Eine Folge (23)gey in H ist
stark konvergent gegen einen Punkt x € H, falls

xrp — T <= ||zpy —z|| = 0.
Starke Konvergenz ist also Normkonvergenz.

Lemma 3 (Fix(7T) ist abgeschlossen und konvex) [1, Proposition 4.22]
Sei H ein reeller Hilbert-Raum, D C H nichtleer, abgeschlossen und konvex sowie T : D —
D ein nichtezpansiver Operator. Dann ist Fix(T') abgeschlossen und konvet.

Beweis: Fiir die Abgeschlossenheit sei zunéchst eine Folge (Z)ren in Fix(T') gewihlt mit
T — 7 fiir ein £ € H. Wegen der Abgeschlossenheit von D gilt bereits € D. Wir kénnen
also T in T auswerten. Nun ist 7'(Zy) = 7y fiir alle & € N, so dass die Stetigkeit von T
sofort

F) = i Tl = i oe=2
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liefert. Insbesondere ist # € Fix(7T') und die Menge der Fixpunkte Fix(7T") deshalb abge-
schlossen.

Fiir die Konvexitit wihlen wir 7,7 € Fix(T) mit £ # y und A € ]0,1[. Wegen der
Konvexitdt von D gilt wieder zy := AZ + (1 — A\)y € D. Somit konnen wir 7" entlang der
Verbindungsstrecke von y zu  auswerten. Dort gilt aber

IT(2)) — 217 = [IMT(22) — 2) + (1 = N)(T(2)) — 9)]?
= MNIT(z2) =zl + 1 = M[|IT(z) — §l> = X1 = N)|]z — g]]?
= MNT(z\) = T(@)|]> + (1 = M| T(z22) = T = A1 = N[z — g]|?
<Az =zl + (L= Nz —glP = A1 = N[z — 9|
=z —2) + (1= Nz -9
:07

also 2z, € Fix(T'). Damit ist die Menge Fix(T") konvex. Fiir die zweite und vorletzte Gleich-
heit wurde dabei Lemma 1 verwendet, fiir die dritte Gleichheit z,y € Fix(7") und fiir die
Ungleichung die Nichtexpansivitédt von T'. ]

Als néchstes widmen wir uns der schwachen Konvergenz in Hilbert-Rdumen. Zur Erinne-
rung: Eine Folge (zy)ren in H ist schwach konvergent gegen einen Punkt x € H, falls

xp = x <= (x1,y) — (z,y) fir alley € H.

Dies lésst sich bekanntlich im unendlichdimensionalen Fall als eine Verallgemeinerung von
komponentenweiser Konvergenz auffassen. Das Standardbeispiel der Einheitsvektoren

(1,0,0,0,0,...), (0,1,0,0,0,...), (0,0,1,0,0,...),

im Folgenraum ¢2, die offenbar schwach gegen die Nullfolge (0,0, ...) konvergieren, belegt,
dass schwach konvergente Folgen in (stark) abgeschlossenen Mengen (hier S := {z €
¢% | ||z|] = 1}) Grenzwerte haben kénnen, die auerhalb der Menge liegen. Das folgende
Resultat entstammt Theorem 3.34 in [1]. Es zeigt, dass dieses Phdnomen nicht auftreten
kann, wenn die Folge aus einer konvexen Menge entnommen wird.

Lemma 4 (Konvexe abgeschlossene Mengen sind schwach folgenabgeschlossen)

Sei H ein reeller Hilbert-Raum, C' C H nichtleer, abgeschlossen und konvex. Dann ist C
auch schwach folgenabgeschlossen, d. h., jede schwach konvergente Folge (vg)ken in C' mit
Grenzwert x € X (also x — x) erfillt bereits x € C.

Beweis: Dank der Voraussetzungen an die Menge C' ist der Projektionsoperator P : H —
C' wohldefiniert. Man wéhle jetzt eine Folge (zx)ren in C, die schwach gegen ein x € H
konvergiert, d. h., z, — x. Dann liefert der Projektionssatz (Lemma 2) speziell fiir y := xy,
k € N die Ungleichungen

(Po(z) — x,m, — Po(z)) >0 VkeN.
Zusammen mit der Definition der schwachen Konvergenz ergibt sich daraus unmittelbar

—|lx — Pc(l‘)||2 = <Pc(x) —x,x — Pc(x)> = 1}1—>I£lo <Pc(m) — T, X — Pc(x)> >0,

also x = Po(x) € C. |
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Das vorherige Resultat gilt iibrigens allgemeiner in normierten Rdumen. Dort stiitzt sich
der Beweis allerdings auf einen Trennungssatz, anstatt auf die Projektion zuriickzugreifen.

Zu guter Letzt halten wir ein Hilfsresultat fest, das bereits im Kontext der Krasnoselskii—
Mann-Iteration bené6tigt wurde. Dafiir erinnern wir zunéchst an eine grundlegende Eigen-
schaft der schwachen Konvergenz: Seien (z)reny und (yx)ren Folgen in H mit z;, — x und
yr — y fir z,y € H. Dann gilt mit der Cauchy—Schwarz-Ungleichung

(T yk) = (T — 2, 9%) + (2, 9%) < |z — z[| - Jyrl] + (2, y8) — (2, 9), (6)

denn (yx)ren ist als schwach konvergente Folge bekanntlich beschrankt (als Konsequenz
aus dem Prinzip der gleichméfiigen Beschranktheit, vgl. [1, Lemma 2.22]).

Lemma 5 (Prinzip der Demiabgeschlossenheit) [3, Lemma 2.3]

Sei H ein reeller Hilbert-Raum, D C H nichtleer, abgeschlossen und konvex, T : D — H
ein nichtezpansiver Operator und (xy)gen €ine Folge in D mit x;, — T und xp — T (x)) — 0
fir ein x € H. Dann ist & € Fix(T), d. h., T(z) = .

Beweis: Da D nichtleer, abgeschlossen und konvex ist, impliziert Lemma 4, dass D auch
schwach folgenabgeschlossen ist. Aus x; — T erhalten wir also bereits £ € D. Insbesondere
darf T in z ausgewertet werden. Die Nichtexpansivitdt von T liefert dann

2= T@)IP = [l(@x —2) + (& = T@)I ~ |l — 2l — 2 — 2.2 — T(2))
=[|(zx — T(zx)) + (T(zx) = T(@)|)* = l|lox — || — 2{zx — 7,7 — T(T))
= llwx = T(@u)ll” + 20wk = T(an), T(wp) = T(2)) + [|T(x) = T(2)]
— |z — Z|)* = 2(x), — 2,2 — T(Z))
<o = T(z)||* 4+ 2(zx — T(x), T(zi) — T(2)) — 2{xy — 2,2 — T(Z))
fir alle k € N. Da x, — T'(z1) — 0, verschwindet der erste Term bei k — oco. Gleiches gilt

fiir den letzten Summanden, da z; — z. Dass auch der mittlere Term gegen Null strebt,
folgt zu guter Letzt aus x, — T'(x;) — 0 und

T(ax) ~ T() = (T(w) - w) + (0 — @) + (2~ T(2)) — &~ T(2)

(stark konvergente Folgen sind auch schwach konvergent und die Summe schwach konver-
genter Folgen ist schwach konvergent) mit (6). Alles in allem haben wir damit z = T'(Z)
gezeigt. [

Man beachte: Das Prinzip der Demiabgeschlossenheit liefert ein hinreichendes Kriterium
dafiir, dass der schwache Grenzwert einer Folge ein Fixpunkt ist.

3. Konvergenzsatz

Nach diesen Vorbereitungen kommen wir nun zu dem Hauptresultat dieses Vortrags.

Satz 6 (Konvergenzsatz fiir das Halpern-Verfahren)
Sei H ein reeller Hilbert-Raum, D C H nichtleer, abgeschlossen und konvex, T : D — D
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ein nichtexpansiver Operator mit Fix(T) # &. Sei auflerdem ein Ankerpunkt uw € D und
eine Folge (Ag)ken, i [0, 1] gewdhlt, so dass

(@) M =0, (b)) > M=+00, (¢) > [y — M| < +00.
k=0 k=0

Dann konvergiert die von einem beliebigen Startwert xo € D durch (2) erzeugte Folge
(xp)ken, Stark gegen einen Fizpunkt von T. Genau genommen gilt xy — Prix(r)(u), wobei
Prixery(u) die Projektion von u auf Fix(T') bezeichnet.

Beweis: Zunéchst ist festzuhalten, dass die Projektion Ppix(r) (u) iiberhaupt gebildet wer-
den kann, da C' := Fix(T") nach Lemma 3 tatséchlich eine abgeschlossene und konvexe
Menge ist (nichtleer ist sie nach Voraussetzung).

Zur Vorbereitung erinnern wir vorweg an die fiir alle £ € [0, 1] giiltige Ungleichung
In(1 — &) < —¢. Dank dieser ist

n

ﬁ (1—=X) = exp( Zn: In(1 — )\k)) < exp( —Ak>

k=N k=N k=N

fiir alle n, N € N mit n > N. Bel n — oo ergibt sich mithilfe von Vorausetzung (b) dann

[Ta-x):= hmHl—Ak)—() VN e N,. (7)
n—oo
k=N

Nun unterscheiden wir zwei Falle fir den Startwert zg.

Fall 1: Sei xy = u. Zunéchst zeigen wir, dass die Iterierten sich nicht weiter von C' = Fix(T")
entfernen konnen als der Startwert. Zu beliebigem aber festem y € C' ist also

lze — gl < [lu — gl ¥k € No

nachzuweisen. Der Beweis erfolgt durch vollsténdige Induktion nach k. Fiir £ = 0 ist die
Aussage offenbar richtig dank unserer Wahl von xy3. Nun gelte die Behauptung fiir ein
beliebiges k € Ny. Wir erhalten

|zrsr = gl = [[Ae(uw = 7) + (1 = X)(T(ze) =9I (
< Mellu =gl + Q@ = M) T (z1) — 7| (Dreiecksungleichung)
= Nellu = g[| + (L = AT () =T W) (¥ € Fix(T))
< Aelfu =gl + (1 = Xe)l[z — 7] (
< Aeflu =gl 4+ (1 = Ap)[lu — 7] (
= [lu—7l|.

nach (2))

Nichtexpansivitidt von T')

Induktionsvoraussetzung)

Damit ist der Induktionsbeweis erbracht. Aulerdem wurde implizit ||T(zx) —y|| < ||u—1]|
fiir alle k£ € Ny mitbewiesen.

Ziel im Folgenden wird es sein, x, —T'(zx) — 0 zu zeigen, um dann das Prinzip der De-
miabgeschlossenheit ins Spiel zu bringen. Zunéchst einmal sind nach obiger Diskussion die
Folgen (x)ken, und (T'(zk))ken, beschrankt. Insbesondere existiert daher eine Konstante
> 0 mit

max{ ||z — 2l [Ju = T(xe)l[} < p Vk € No. (8)
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Zudem liefert die Definition der Iteration (2) zum einen
Try1 — Tlg) = Me(u— T(xp)) = 0 fiir k — oo (9)

im Zusammenspiel mit der Beschrénktheit der T'(x)) sowie Voraussetzung (a) und zum
anderen

Tpao — L1 = [)\k—Hu + (1 - )\k+1)T(Ik+1) - )\ku - (1 — )\k)T(I‘k)}
+ A1 T () — e T'(2y)
= (Aky1 — )\k)(u - T(xk)) +(1 - >\k+1)(T(33k+1) - T<5Uk))

fiir alle £ € Ny. Die Nichtexpansivitéit von 7' und die Wahl der Konstante p in (8) impli-
zieren somit die Abschéitzung

H~73k+2 - $k+1” < M‘)\kﬂ - Ak’ +(1— )\k+1)ka+1 - ka VEk € No.

Induktiv erhélt man daraus unter Ausnutzung von 1 — A\; < 1 dann

k k
||~”Uk+2 — Ik+1|| < Z |)\n+1 - >\n| + HxKH - $K|| H (1 - )\n+1)

n=K n=K
k k
S 2 Z |An+1 - /\n| +M H (]- - )‘n-l-l)
n=K n=K

fir alle K,k € Ng mit £ > K. Geht man mit k — oo zur Grenze iiber, ergibt sich aus (7)
somit

x
limsup |[Zg12 — e || < p Z | Ang1 = Anl

k—o0 K

fiir alle K € Ny. Hinsichtlich Voraussetzung (c¢) impliziert K — oo dann zy,1 — 2 — 0.
Zusammen mit (9) erhalten wir

T — T(ZEk) = (J:k — $k+1) + ($k+1 — T([Ek)) — 0 fir kK — oo. (10)

Damit ist das zweite Etappenziel erreicht.
Nun betrachten wir die Folge

oy = (T(zx) — Po(u),u — Pe(u)), keNg (11)
in R. Die Cauchy—Schwarz-Ungleichung zeigt, dass
|| < |[T(xx) = Pe(u)]] - |Ju = Pe(uw)|| VE € No.

Wegen der Beschrénktheit von (T'(xy))ken, ist deshalb auch (ay)gen, beschrénkt. Insbe-
sondere ist limsup,_,. o < o0o. Unser néchstes Ziel ist es, die Worst-Case-Abschétzung

limsupa; <0 (12)

k—o0

fiir den Limes superior nachzuweisen. Wie bei jeder reellwertigen beschrénkten Folge lésst
sich auch aus (aj)ken, eine Teilfolge (ag, )nen, auswéhlen, entlang der

lim ay, = limsup ag. (13)
n—00 k—oo
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Die dazugehorige Teilfolge der Iterierten (z, )nen, in D ist (wie auch die Ausgangsfolge
(z1)ken, selbst) beschréinkt. Wegen einer Konsequenz aus dem Satz von Eberlein-Smulian
(vgl. [1, Lemma 2.45]) konnen wir daher ohne Einschrinkung der Allgemeinheit davon
ausgehen, dass die Teilfolge (xy, Jnen, gerade so gewahlt ist, dass sie schwach gegen einen
Grenzwert z € H konvergiert (d.h., zy, — ). Dank dem Prinzip der Demiabgeschlos-
senheit aus Lemma 5, das wegen (10) anwendbar ist, gilt sogar £ € C' = Fix(T) C D,
d.h., T(z) = . AuBlerdem folgt aus (10) auch T'(xy,) — Z. Insgesamt erhalten wir nach
Einsetzen von (11) in (13) dann wie gewiinscht
lim sup o, = nh_):frgo (T(xy,) — Po(u),u — Po(u))

k—00

= lim (T(xy,) — @k, ,u — Po(u)) + Jim. (xh, — Po(u),u — Po(u))

n—oo

= (Z — Po(u),u — Pc(u))
<0.

Dabei ist die letzte Ungleichung eine Konsequenz aus dem Projektionssatz (Lemma 2), der
hier speziell fiir y := ¥ € C' Verwendung findet.

Im letzten Schritt mochten wir nun endlich zeigen, dass xx — Po(u) gilt. Sei dazu ein
beliebiges € > 0 gegeben. Wegen Voraussetzung (a) an die Folge (Ax)ren, und (12) gilt

Apdiste(u)® <e und  (T(xy) — Po(u),u — Po(u)) < e (14)

fiir alle hinreichend groflen k£ € Ny, etwa k£ > K mit einem passenden K € Nj. Hierbei
bezeichnet diste(u) wieder den Minimalabstand von u zu C| vgl. (5). Man erhélt

ks = Pewl? = [he(u = Po(w) + (1 = A (T(ex) = Polw) |
= N diste(w)® + 20 (1 = M) (u — Pe(u), T(zy) — Po(u))
+ (1= M) T (2k) = Pe(u)]?

< Mg+ 20(1 = Mp)e + (1 = M) || T (zg) — T (Po(u))|?

< )\k€ + 2)\]€€ + (1 — )\k)ka — Pc(U)HQ

=3\e + (1 = \)||lzk — Po(u)|?
fiir alle k > K. Dabei folgt die erste Gleichheit aus (2), die zweite durch ,ausmultiplizieren*
des Skalarprodukts und Lemma 2, die erste Ungleichung aus (14) und Pe(u) € C = Fix(T)
und die zweite Ungleichung aus der Nichtexpansivitdt von 7' und 1—\; < 1. Induktiv ergibt
sich jetzt

[@x1 = Po(u)|? < 3 + ||lzx — Po(u)|TThzg (1 = A) (15)

fiir alle £ > K. Der Induktionsanfang bei & = K ist dabei dank der gerade gezeigten

Ungleichung erfiillt. Gelte nun (15) fiir ein £ > K. Der Induktionsschritt folgt dann aus
ebenjener Ungleichung und der Induktionsvoraussetzung mittels

|zhso — Po(w)]|* < 3eXisr + (1 = Moy ||2ps1 — Pe(u)|]?
< 3eXirn + (1= M) (3e + |lzk — Pe(@)|)PTTE_ k(1= X))
< 3e+ [l — Po(u)|PTIE (1 = ).

n

Hinsichtlich (7) erhalten wir aus (15) dann

limsup ||z — Po(u)]]? < 3e.
k—o00
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Da ¢ > 0 aber beliebig war, muss ||z+1 — Po(u)|| — 0 gelten, die Folge (xy)ren, also stark
gegen Pgo(u) konvergieren. Da C' = Fix(T) ist, folgt so die Aussage des Satzes.

Fall 2: Sei xy # w. Wir fithren die Argumentation auf den vorherigen Fall zuriick. Sei
dazu (Zy)gen, die Folge, die man aus (2) mit Startwert o := u erhalten wiirde. Nach der
vorangegangenen Diskussion gilt Zj, — Prix(7) (u). Andererseits erhilt man

|zr41 = T || = (L= M) [T (@) — T(@k)[] (
< (1= M)l[we — Tl (

< |Jzo — Zo|| TTF o (1 = A\)  (induktiv)

(nach (7))

nach (2))

Nichtexpansivitat von T')

— 0 fir £ — oo.

Dann muss auch x, — Prixr)(u) gelten, was zu zeigen war. [ |

Ubrigens folgt die Bedingung (c) aus Satz 6 schon aus (a) und (b), wenn man zusitzlich
annimmt, dass die Folge (Ag)kren, monoton féllt, denn dann lésst sich ein Teleskop-Effekt
ausnutzen:

;Mkﬂ—m =;Ak—m1 = o — lim Ay = X < o0,

Zusammen mit der nachfolgenden Diskussion zeigt sich damit sogar, dass in diesem Fall
(a) und (b) sowohl notwendige als auch hinreichende Bedingungen fiir die Konvergenz der
Halpern-Iteration darstellen.

4. Beispiele

Im letzten Teil des Vortrags betrachten wir exemplarisch einige konkrete Anwendungen des
Halpern-Verfahrens. Dabei gehen wir insbesondere genauer auf die drei Voraussetzungen

o)

(a) >\k — 07 (b) Z)‘k = +o0, (C> Z ’)‘kJrl - )\k| < 400,
= k=0

die Satz 6 an die Schrittweitenfolge (A\g)ken, in [0, 1] stellt, ein.
Unser erstes Beispiel liefert eine ganze Schar an Schrittweiten, die diese Voraussetzungen
erfiillen. Insbesondere der Fall a = 1 ist zwecks seiner Einfachheit von groflem Interesse.

Beispiel 7 (Schrittweiten, die (a), (b) und (c) erfiillen)
Betrachte fiir ein a € ]0, 1] die Schrittweiten

b
(k4 1)

Voraussetzung (a) ist wegen der Stetigkeit von £ — (£+1)%, & > 0 trivialerweise erfiillt. Um
(b) einzusehen, sei an die harmonische Reihe )% k—il = +oo0 erinnert, die den Fall o =1
abdeckt. Fiir 0 < a < 1 fungiert sie zudem als Minorante fiir die bestimmte Divergenz
Y reo A = +00, denn m > k+r1 fiir alle £ € Ny. Da die Schrittweitenfolge monoton

A = k=0,1,2,...

fallt, erhdlt man Voraussetzung (c) bereits aus (a) und (b), vgl. die Anmerkungen nach
dem Beweis von Satz 6. ¢



10 Das Halpern-Verfahren

Unser néchstes Beispiel zeigt, dass die Voraussetzung (a) aus Satz 6 eine notwendige Be-
dingung fiir die Konvergenz der Halpern-Iterierten (2) darstellt.

Beispiel 8 ((a) ist notwendig fiir Konvergenz) [1, Exercise 30.1]

Betrachte den Hilbert-Raum A := R und darin die abgeschlossene und konvexe Menge

D := [-1,1] sowie den nichtexpansiven Operator T' : D — D, der durch T(z) := 1

definiert sei. Augenscheinlich ist 7 := 1 der einzige Fixpunkt von T, also Fix(T) = {1}.
Wir fithren nun das Halpern-Verfahren mit Ankerpunkt u := 0 und Startwert zy := 1

zu einer beliebigen Folge (Ag)ken, in [0, 1] durch. Konkret lautet die Iteration aus (2) in

diesem Fall

fiir £ € Ny. Um eine notwendige Bedingung abzuleiten, setzen wir voraus, dass zy — & =
Prixr)(u). Wegen (16) und z = 1 ist das aber nur moglich, falls A, — 0 gilt. Das ist gerade
Bedingung (a).

Unser zweites Beispiel zeigt, dass die Voraussetzung (b) aus Satz 6 (fast) eine notwendige
Bedingung fiir die Konvergenz darstellt.

Beispiel 9 ((b) ist notwendig fiir Konvergenz) [1, Exercise 30.1]

Betrachte den Hilbert-Raum H := R und darin die abgeschlossene und konvexe Menge

D := [-1,1] sowie den nichtexpansiven Operator 7' : D — D, der durch T'(z) := —x

definiert sei. Augenscheinlich ist Z := 0 der einzige Fixpunkt von T, also Fix(7") = {0}.
Wir fithren nun das Halpern-Verfahren mit Ankerpunkt u := 0 und Startwert zy := 1

zu einer beliebigen Folge (Ag)ken, in [0, 1] durch. Konkret lautet die Iteration aus (2) in

diesem Fall
k

Trer = Mew+ (1= M) T(xg) = (=D (L= M) (17)

n=0

T = Prigr)(u). Wegen (17) und 7 = 0 ist das aber nur moglich, falls [[72,(1 — A,) =
gilt. Ahnhch wie im Beweis von Satz 6 argumentiert man jetzt, dass dies >~ A,
400 impliziert. Angenommen dem wire nicht so, die Reihe also konvergent. Insbesondere
erhielte man A\, < 5 fiir alle hinreichend groflen k € Ny, etwa k£ > K mit einem passenden
K € Ny. Aus der fiir alle € € [0, %] giiltigen Ungleichung In(1 — &) > —2¢ folgt nun

ﬁ —exp(Zlnl— >>exp(—2§>\n>.

n=K

fir £ € Ny. Um eine notwendige Bedingung abzuleiten, setzen wir voraus, dass zp —
0

Fiir k& — oo erhielte man so aber eine positive untere Schranke fiir []°7 (1 — A,). Gleich-

zeitig wird A\, = 1 auch fiir n = 0,..., K — 1 nach Voraussetzung nicht angenommen.
Damit wére aber [[~,(1 — A,) > 0, was einen Widerspruch darstellt. Folglich gilt doch
Y o An = 400, also gerade Bedingung (b). L 2

Genau genommen zeigt das vorangegangene Beispiel nur, dass eine notwendige Bedingung
dadurch gegeben ist, dass entweder (b) gilt oder es einen Index K € Ny mit A\ = 1 gibt.
In Theorem 6 aus Suzukis Artikel [4] findet man ein Beispiel, das diesen Defekt behebt
und obendrein noch zeigt, dass auch die Kombination aus (a) und (b) immer noch eine
notwendige Bedingung fiir die Konvergenz der Halpern-Iterierten ist.
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Die vorherigen zwei Beispiele belegen, dass man (im Allgemeinen) fiir die starke Kon-
vergenz des Halpern-Verfahrens nicht ohne die Voraussetzungen (a) und (b) auskommt.
Im Folgenden werden wir sehen, dass auch die Kombination der beiden noch nicht hinrei-
chend fiir die Konvergenz zu sein braucht. Hinsichtlich der Anmerkung nach Satz 6 wissen
wir bereits, dass man fiir ein passendes Gegenbeispiel eine Schrittweitenfolge benétigt, die
nicht monoton féllt.

Beispiel 10 ((a) und (b) sind nicht hinreichend fiir Konvergenz) [4, Example 4]
Betrachte den Hilbert-Raum H := R und darin die abgeschlossene und konvexe Menge
D := [-1,1] sowie den nichtexpansiven Operator T : D — D, der durch T'(x) := —x
definiert sei. Augenscheinlich ist Z := 0 der einzige Fixpunkt von T, also Fix(T") = {0}.

Wir fithren nun das Halpern-Verfahren mit Ankerpunkt « := 1 und Startwert zq := 1
fiir die Folge

1

L

N 0, falls k gerade,
b falls k ungerade

in [0, 1] zu k € Ny durch. Man beachte, dass Voraussetzung (a) und (b) offensichtlich erfiillt
sind (analog zu Beispiel 7). Konkret lautet die Iteration aus (2) in diesem Fall

L1 = )\ku + (1 — >\k>T<Ik) = (—1)k+1

fir k£ € Ny. Diese Folge ist nicht konvergent! Man beachte, dass > ;- [Ae+1 — M| = +00
gilt, Voraussetzung (c) also verletzt ist. 2

Es sei darauf hingewiesen, dass auch Gegenbeispiele existieren, in denen die Schrittweiten
stets strikt zwischen 0 und 1 liegen (z. B. [4, Example 5]).

Beispiel 10 motiviert die Einfiihrung einer zusitzlichen Forderung neben (a) und (b).
Unsere Voraussetzung (c) stammt von Wittmann und hat (anders als die urspriinglich von
Halpern verwendete Bedingung) den Vorteil, dass Ay := k—_IH, k € Ny alle Voraussetzungen
des Konvergenzsatzes erfiillt (Beispiel 7 mit o := 1). Fiir Details sei hierbei erneut auf den
Artikel [4] von Suzuki bzw. dessen Literaturverzeichnis verwiesen. Dort findet sich aufler-
dem eine ausfiihrliche Diskussion der sonstigen in der Literatur gebraduchlichen ,dritten
Bedingungen“ mitsamt einer Analyse deren Zusammenhénge.

Zuletzt soll jetzt noch die Konvergenzgeschwindigkeit der Krasnoselskii-Mann-Iteration
mit der des Halpern-Verfahrens verglichen werden. Dazu adaptieren wir Beispiel 1 aus [3].

Beispiel 11 (Vergleich von Krasnoselskii-Mann und Halpern)
Betrachte den Hilbert-Raum H := R? und darin die abgeschlossene und konvexe Menge
D := H sowie den nichtexpansiven Operator T': D — D, der durch eine 45-Grad-Drehung

T(x):=Azx mit A:= (COSQ — e 0) fiir 0 := %

sinf@ cosd

definiert sei. Augenscheinlich ist Z := (0, 0)" der einzige Fixpunkt von T, also Fix(7") = {0}.

Wir fiithren nun sowohl die Krasnoselskii-Mann-Iteration (1) als auch das Halpern-
Verfahren (2) je zum Startwert zo := (1,0)" mit den Schrittweiten Ay := =5, k € No
durch. Als Anker wéahlen wir fiir das Halpern-Verfahren dabei v := x,. Man beachte, dass
aus [3, Satz 2.4] und Satz 6 die (wegen der endlichen Dimension hier sogar in beiden

Fillen starke) Konvergenz beider Verfahren garantiert ist. In Tabelle 1 findet man die
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k Krasnoselskii-Mann Halpern

0 1.0000000000000000 | 1.0000000000000000

1 1.0000000000000000 | 1.0000000000000000

2 0.9238795325112867 | 0.9238795325112867

3 0.8616509034882763 | 0.8047378541243652

4 0.8129552039315513 | 0.6532814824381884

5 0.7739206174465194 | 0.4828427124746191

6 0.7417700174692649 | 0.3079598441704290

7 0.7146718528175190 | 0.1428571428571429

8 0.6913982422730938 | 0.0000000000000000

9 0.6710996944333723 | 0.1111111111111110

10 0.6531697248062645 | 0.1847759065022573

100 | 0.3443085083517849 | 0.0261312592975275

1000 | 0.1754570970552421 | 0.0000000000000000

10000 | 0.0894161336694345 | 0.0000000000000000

100000 | 0.0455550457634175 | 0.0000000000000000

Tabelle 1: Euklidische Norm der Iterierten aus Beispiel 11.

euklidischen Normen der entsprechenden Iterierten, die sich bei Ausnutzung der vollen
Rechengenauigkeit unseres Computers ergeben. Offenbar schlégt das Halpern-Verfahren die
Krasnoselskii-Mann-Iteration hier im direkten Vergleich. Allerdings beobachten wir auch,
wie das Halpern-Verfahren in k£ = 8 die korrekte Losung nahezu findet, nur um die Iteration
dann fiir £ = 9 zu Gunsten des Ankers wieder von dieser wegzulenken. Diese ,,Blindheit*
des Algorithmus liele sich iiber ein entsprechendes Abbruchkriterium abfangen. ) 2

Zur Ehrenrettung der Krasnoselskii-Mann-Iteration sei an dieser Stelle noch erwihnt,
dass die (sehr langsame) Konvergenzgeschwindigkeit, die im vorherigen Beispiel beobach-
tet wurde, hauptséchlich der Wahl der Schrittweite geschuldet ist. Analoge Rechnung mit
Ap = %, k € Ny hitte deutlich schnellere Konvergenz geliefert. Diese Schrittweite erfiillt
allerdings nur den Konvergenzsatz fiir die Krasnoselskii-Mann-Iteration und nicht den fiir
das Halpern-Verfahren. Sie ist also fiir einen Vergleich der beiden ungeeignet.
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